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Introduction

On cherche a résoudre un probléme de poutre en traction-compression,
dont le déplacement peut étre calculé par :

—(BAY)Y () + c(z).u(x) = F(z)

Le probléme étudié est une poutre unidimensionnelle composée de deux
matériaux distincts ayant des propriétés constantes, que 'on décomposera
en N éléments et pour lesquels on appliquera la méthode des éléments finis.
On comparera ensuite le résultat obtenu avec la solution analytique et on
calculera I'erreur et le taux de convergence de la méthode employée.

1 Calcul de la solution exacte
Le probléme général s’écrit :
—(FAY) (x) + c(z).u(z) = F(x)

Ainsi, on déduit les deux équations de notre probléme :

L
—agu” = Fysix< 5 (1)
L
a —cju = 0six> 5 (2)
— L’équation (1) nous permet d’écrire :
—aogu’ = Fy = u/(z) = —5—8.3} +a
= u(z) = —2%.1'2 +ax+p

ot v et (B sont des constantes.

Les conditions aux limites en x=0 et X*% nous imposent :
u(0)=0=p3=0

Ly F 2 L _ F 2\ 2 _ L
u(z) =—g-L*+ag=a=A+gE.L%).7 avec A =u(3)

On obtient donc :

F L 2A
u(z) = —2730.:6(3:—5)—1-Tw (3)
Pour%ﬁxﬁLona:
o’ —ciu=0=u"—2Lu=0

al

‘1

<1 .
= u(z) = A.e\/Z +Be V" (4)



avec A et B constants.

Détermination des constantes
Pour déterminer les constantes on utilise le raccord des forces élastiques
en x — % et la condition a la limite x = L.

On obtient un systéme de 3 équations & 3 inconnues :

alrL _ /aL
AeV1? £t Be V1?2 _A=0
‘rp, . /&ar
AN (et JEa)+Be VT (k- D a)=0
ai

ai
feiL _/acL
A.e alQ.w/c—l.al—B.e “12,/6—1.a1—A.@:—FLL
ay ay L

Ce systéme sera résolu sous Matlab :
function [A B Lambda] = poutre_analytique(a0,al,c0,cl1,L,k,F0);

a=(c1/a1)"0.5;

M = [ exp(axL/2) exp(-a*L/2) -1 ;
exp(axL)*(k+a*al) exp(-a*L)*(k-a*al) O ;
al*axexp(a*L/2) -alxa*exp(-a*L/2) -2%a0/L] ;

P=1[0 ;

0 ;
-FOxL/4 1;
S = M\P;
A = S(1);
B = S5(2);
Lambda = S(3);

On écrit ensuite un programme qui plotte la solution exacte de la
poutre :

L
k
a0 =
al
cO
cl
FO = -3;

n = 501;

x=linspace(0,L, n);

o
O o
o
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[A B Lambda] = poutre_analytique(aO, al, cO, cil, L, k, FO);

NO = find(x<=L/2);

N1 = find(x>L/2);

v = zeros(size(x));

v(NO) = -FO*x(NO) .*(x(NO)-L/2)./(2.%a0) + 2*Lambda.*x(NO)./L;
v(N1) = Axexp(a*x(N1)) + Bxexp(-a*x(N1));

plot(x, v,’r’);

On obtient le résultat suivant :

FiGg. 1 Solution exacte

On voit qu’il existe un point d’inflexion un peu avant le centre de la
poutre qui est le lieu de la discontinuité. Ceci se produit parce que la
force est transmise de la premiere poutre a la seconde poutre au lieu
de les déformer & leur interface.

De méme, on calcule la dérivée analytiquement qu’on multiplie par EA
pour avoir sigma, les efforts internes d’élasticité :

s = zeros(size(x));

s(NO) = (-FO*x(NO)./a0 + (Lambda + FO*L~2/(8%a0))*(2/L))*a0;
s(N1) = (A*xaxexp(a*x(N1)) - Bxaxexp(-a*x(N1)))*al;



-3+ 4

Fi1G. 2 — Efforts d’élasticité

2 Programme de résolution par éléments finis

2.1 Cas général

Pour obtenir le déplacement u de la poutre aux points de discrétisation,
on résoud le systéme tridiagonal suivant :

d1 C1 Ug bl

a dy e U by

C9 d3 u3 = b3
CN—-1

cN—1  dn unN by

avec pour e—1,....(N-1) :

de = (B o B o (St o S
Ay = E[N;L;][iﬂlel] + CN—l/thfl +k

e = — E[ifle] + Ce+z/2he

by = (Fe—l/;h€71 4 Fe+12/2he)

by = FN—1/22hN—1

Pour cela, on a créé la fonction Matlab suivante :



function u = poutre(N, h, EA, F, ¢, k)

de = zeros(1,N );
ce = zeros(1,N-1);
be = zeros(1,N );

de(1:N-1)=(EA(1:N-1)./h(1:N-1) + EA(2:N)./h(2:N)) + (c(1:N-1).% ...

ce(1:N-1) = -EA(2:N)./h(2:N) + c(2:N).*h(2:N)/4;
de (N)=EA(N)./h(N) + c(N).*h(N)/4 + k;

be(1:N-1) = F(1:N-1).*%h(1:N-1)/2 + F(2:N).*h(2:

be(N) = F(N)*h(N)/2;

A = sparse(N,N);

for i=1:N
A(i,1) = de(i);
end;
for i=1:N-1
A(i,i+1)=ce(i);

A(i+1,i)=ce(di);
end;

u = [0; A\(be’)];

2.2 Application a notre poutre

h(1:N-1)/4 + c(2:N).*h(2:N)/4);

N)/2;

On créé une fonction qui initialise la poutre en fonction du nombre
d’éléments souhaités et des coefficients qui les caractérisent. On distinguera
le cas ot N est pair pour lequel la discontinuité au milieu de la poutre est
exacte, du cas ou N est impair pour lequel le point central sera la moyenne

de ses voisins.

function [EA, c, h, F] = prepare(N,L,k,a0,al,c0,c1,F0)

if (mod(N,2)==0)



F=[linspace(F0,F0, N/2) zeros(1,N/2)];
c=[linspace(c0,c0,N/2) linspace(cl,cl,N/2)];
h=linspace(L/N,L/N,N);
EA=[linspace(a0,a0,N/2) linspace(al,al,N/2)];

else
F=[ linspace(F0,F0, (N-1)/2) F0/2 zeros(1,(N-1)/2)]1;
c=[linspace(c0,c0, (N-1)/2) (cO+cl)/2 linspace(cl,cl,(N-1)/2)];
h=linspace(L/N,L/N,N);
EA=[linspace(a0,a0,(N-1)/2) (aO+al)/2 linspace(al,al,(N-1)/2)]1;
end

Cette fonction renvoie donc les coefficients EA, ¢ et F de chaque poutre,
ainsi que leur taille h (ici, on gardera h constant).

On applique les fonctions "prepare" et "poutre" pour N—4 et les
coefficients fournis. On obtient le résultat suivant :

=15 7

2+ 4

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Fi1G. 3 — Solution approchée pour 4 poutres élémentaires et Solution exacte



On a bien la solution approchée qui est exacte aux points de discrétisation.
On fait de méme avec N = 5 :

-15f 1

-3t 4

FiG. 4 Solution approchée pour 5 poutres élémentaires et Solution exacte

On remarque que la solution approchée s’éloigne de la solution exacte
car la solution exacte a été calculée pour un discontinuitée parfaite en % et
non pour une "discontinuité approchée".



De méme pour N=10, puis N=11 :

-351 4

F1G. 5 — Solution approchée pour 10 poutres élémentaires et Solution exacte

-3+ 4

-351 4

Fi1G. 6 Solution approchée pour 11 poutres élémentaires et Solution exacte
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On remarque que dans les deux cas, la solution est plus proche de la solution
exacte, et la solution est toujours meilleure pour N pair.

On calcule ensuite 'erreur relative par la norme L? :

b 2d~b—aN_12 1, b—a
[ e = TS Plak (4 5) ()

avec ici f(x) = u(x)-v(x) ou u est la solution approchée et v la solution
b—a

exacte (ici g% = h se simplifie car h est constant et que l'on calcule une
erreur relative, donc un quotient des normes) :

numerateur = 0;

denominateur 0;
for i=1:N-1
numerateur = numerateur + ((u(i)+u(i+1))/2 - v(i))~2;

denominateur = denominateur+v(i)“"2;

end
erreur=sqrt (numerateur/denominateur)

avec u la solution obtenue par les éléments finis, et v la solution exacte
calculée sur les N points au centre de chaque poutre. On itére sur les N
poutres, et on prend la valeur de la solution exacte et approchée au milieu de
chaque poutre. On fera attention pour les N impair & évaluer EA au centre
de la poutre comme la moyenne des EA des deux éléments voisins (pour le
calcul de la solution exacte sur peu de points au lieu des 500 points).

En itérant sur les N pairs de 4 & 20, on obtient la courbe log-log suivante,
montrant une droite de pente 2.0715 évaluée par la commande polyval,
correspondant & l'ordre du schéma. L’erreur relative calculée s’étend de
0.26% pour N—20 & 6.46% pour N—4.
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Fia. 7 loglog(L/N, erreur)

Par ailleurs, pour les N impairs de 5 a4 21, on obtient une pente de 1.7938,
ce qui montre que le schéma est moins bon pour les N impairs (il converge
plus lentement) :
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On procéde de méme pour calculer Ierreur sur les efforts d’élasticité :

numerateur = 0;

denominateur

for i=1:N-1
numerateur = numerateur + ((EA(i)*(u(i+1)-u(i)))/h(i) - s(i))~2;
denominateur = denominateur+s(i)~2;

end

0;

erreur=sqrt (numerateur/denominateur)

avec s la valeur de sigma calculée analytiquement au centre de chaque
poutre, et u la valeur du déplacement sur chaque poutre (donc W
donnera la dérivée au centre de la poutre a I'ordre 2 sauf pour le cas de la
Niéme poutre on elle donnera la dérivée décentrée a gauche a 'ordre 1).

On obtient pour le cas N pair (de 4 a 20 par pas de 4) une droite de pente

1.9738 (= ordre de convergence sur sigma)
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Fig. 9 — loglog(L/N, erreur)
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et pour le cas N impair (de 5 & 21 par pas de 4) une droite de pente 1.5350 :

10
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Fi1G. 10 — loglog(L/N, erreur)

3 Conclusion

On a pu observer que la méthode des éléments finis nous donnait une
solution exacte aux points de discrétisation pour le cas N pair (puisque pour
le cas N impair, la discontinuité au milieu de la poutre n’a pu qu’étre appro-
chée par une moyenne). De plus, on remarque que la solution en tout point
converge a l'ordre 2 pour le cas N pair et 1.8 pour le cas N impair, et que
les efforts d’élasticité convergent a 'ordre 2 pour le cas N pair et 1.5 pour le
cas N impair (en utilisant la méthode des points milieux).

Dans le cas général, on s’évertuera & prendre un nombre pair de poutres pour
éviter d’approximer la discontinuité au centre.
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