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1 Introduction

On se propose au cours de cette étude de synthese de calculer la Surface Equivalente Radar
d’un conducteur parfait, recouvert d’une couche diélectrique, en mode TE. On a affaire ici & une
géométrie 2D de type circulaire.

Afin de résoudre ce probleme de diffraction, on va modéliser I'effet de la couche diélectrique par
une condition aux limites d’impédance, en supposant que cette couche est mince.

Apres avoir construit le modele, on résoudra sous MATLAB par EFIE le probleme aux conditions
aux limites, en utilisant les fonctions prédéfinies de la librairie IE2M. Puis on étudiera 1’évolution de
I’erreur selon 1’épaisseur de la couche. On terminera par confronter la solution exacte du probleme
a la solution approchée.



2 Construction du modele

2.1 Présentation du probleme

On a le probleme de diffraction suivant :

Auy + E*n’uy = 0 dans
Aug + kug = 0 dans
e 10, uy = 0 sur I’
. 1 . ) )
LMy 0| @2 (O (w0 — u™)(2) — ik(ug —u)(x)) = 0
U1 = U sur X
6_18n1u1 + OnyUo = 0 sur X
Avec :
Q = {(z,y) eR%y >0}
Q = {(a:,y) eER%L—6<y< 0}
Y = {(z,9) eR%y =0}
I = {(z,y) eR%Ly=-4}

2.2 Onde incidente, réfléchie, transmise et onde solution du probleme

En prenant comme onde incidente I'onde plane u"¢(x,y) = e~ k(zcosptysing) - on g 1a solution
qui est donnée par une superposition d’ondes planes dans 2 et €)g.

Ul(ﬂl’,y) — T(e—iknysinG + Rleiknysine)e—ikn:ccose dans Ql
UO(IK,y) — (e—zkyszmp 4 Rezkyszngo)e—zkxcosap dans QO

On a les trajets ondulatoires suivants :

1 ‘(21
X \X/g/
©
y:o 9&//; Z
Q,
y=—0 d I

De plus on peut montrer que 6 est déterminé par la loi de Snell-Descartes :

U] = ug Sur X
= T(l + Rl)e—iknxcose — (]_ + R)e—ikxcosp Vo
= ncost = cosy

2.3 Détermination de T, R, R

On rappelle que O, f = Vif .n;, donc 0y, = —0p, puisque les normales sortantes des milieux
sont opposées I'une de 'autre.

On pose les conditions aux limites :



— condition de conducteur parfait

e 0puu =0 surI' & Oyu1 =0

= _e—ikn6sin6 + Rleiknésine =0

& R = e2th(5)
en posant :
konsind
cos2p

— condition de continuité de la composante tangentielle du champ magnétique

e 0, u1 + Opuo =0 sur ¥ & 5_18yu1 = Oyug

& e T (—nsinf + Rinsinf) =

1-R e 'nflp)1—R
1+R  sing 1+ Ry
. — Iy
en posant :
e Inf
9(p) = Smﬁp)
On pose alors I'impédance :
1-R
4 =——
1+ R
Or on a:
1-Ry  1- e2ih(d) _ —isin(h(d)) .
T R 1520 cosh()) tan(h(o))

On obtient finalement : ,
Rl — 62Zh(5)

Z= Ii_g(SO)tan(h(cs))

R= 77 par involutivité
1+ R

- 1+ Ry

2.4 Détermination d’un modele “couche mince” équivalent

—sing + Rsing

On cherche a déterminer les coefficients ag et by tels que le modele puisse étre considéré comme
un modele de couche mince d’un dielectrique sur une spheére, respectant comme condition aux li-

mites :

8yUQ + CLQ@?UO 4+ boug =0

pour tout champs TE incident :

U = e—zk(mcosgp—i—ysmgp) +R ik(zcosp—ysing)

app®



avec Rgpp le nouveau coefficient de reflexion du systeme.

Pour cela, nous identifions I'impédance approchée issue de cette équation avec le développement
limité a l'ordre 3 de 'impédance Z que nous avons calculé précédement grace a un modele exact
de couche épaisse.

tan(z) = x+ O(z?)
=7 = —ig(p)tan(h(s)) = - i(konf(p))+0O(6%)

sing °

Or f(p) = sin(0) d’ott n%f(¢)? = n?(1 — cos*0) = n? — cos?p.
Nous obtenons donc une impédance approchée a ’ordre 3 par :

(n? — cos?p)kd

Z = —
1£8IN

D’autre part, nous avons, en y =0 :

yuo + apd?ug + boug = —iksing(l — Rapp) + ao(—ikcos)?(1 + Rapp) + bo(1 + Rapp)

D’ou :
1= Rapp  bo— agk?cos?

1+ Rapp N tksing

= Zapp

Nous pouvons donc identifier notre impédance approchée avec le développement limité précédent :

Lapp = 4
donc :
by — agk?cos’e _ (n? — cos®p)kd
tksing - 1E5INY
d’ou 25 b5
b k
£ — apkcos®p = — - cos2g0?

Cette relation étant valable pour tout ¢, nous pouvons donc identifier les termes constants et
les termes en cos®y et obtenons :

ag g

= e
b _ k%*n?S
0 = €
Pour le modele sphérique, nous considérerons le méme modele que celui de la couche plane, en

considérant 9, — Oy et 92 — 92 :

condition d'impédance équivalente

Fi1G. 1 — Modele sphérique



3 Implémentation MATLAB

On a les parametres suivants :

(( R=1+6 rayon exterieur du cercle
Ny =50 nombre de points dans la discrétisation du cercle
k=2 nombre d’onde
€=2.5 permittivité diélectrique
uw=1 perméabilité magnétique
n = ./ue indice du diélectrique
Oincident = 0 angle d’incidence du rayon

Ainsi que les valeurs de ag et by telles qu’elles ont été définies précédemment.

On utilise la formule :

1 .
§Mp —NTp4+ D)= -8,u"™ sur T

issue de la formulation variationnelle de la condition de Neumann :

1 .
- / pp’ dl' — / Np'p dl' = — / Ou'™p" dll
2 Jr r r

avec M la matrice masse, N potentiel de double couche et D sa dérivée normale.
De plus, on utilise la relation :

Mp— P\ =0

issue de la formulation variationnelle de notre nouvelle condition & la limite :

Onto + Pug =0
avec :
P = 0sa00s+ b
p = OwurA=ur
On en déduit alors A pour chaque point de T" (discrétisé par la fonction circle) par la relation :

1 .
(5P - NTM™P + D)\ = —9,u™™

On peut des lors en déduire p par la relation :

P\= Mp

Nous pouvons alors calculer la fonction caractéristique de radiation donnée par :

1 /2 : .
CLO(Q) — Z Tr_; </F e—zk(ylcos€+ygszn6')p(y)dr+/F
= ap(f) +ax(0)

Les termes a,(0) et ay(6) sont calculés par les fonctions farsngll et fardbll.

ik(nyicos + ngsinQ)e‘ik(ylmsﬂy?sm@)A(y)dF)

Puis on obtient o () = 2r|a(6)|?, et s() = 10log19(c(#)) qui est I'expression de la SER recherchée.



On définit Perreur pour la norme L? entre la solution théorique e, calculée par la fonction
rcscoat (k,R,epsilon,mu,theta), et la solution approchée sy, :

Z(Stheo(ei) - Sapp(ei))Q

erreur = ||Stheo - 3app||2 _ 7

||5th60||2 Z(Stheo(ei))2

i

avec 0; € [0, 27|



4 Résultats

4.1 Tracé de la SER

Nous tragons la SER exacte et la SER approchée par notre méthode “couche mince” en coor-
données polaires : r = s(6), et nous obtenons pour 6 = 0.1 et 6 = 0.5 les resultats suivants :

FiGc. 2 — SER exacte et approchée, § = 0.1

Fi1G. 3 — SER exacte et approchée, § = 0.5

Nous voyons que notre modele est acceptable pour un ¢ de 0.1 (erreur relative de 1.38%) mais
semble inaproprié pour la modélisation d’une couche épaisse de 6 = 0.5 (erreur relative de 45.75 %,
cf plus bas).

4.2 Erreur relative

Nous tracons 'erreur relative entre la solution exacte et la solution approchée :



Fi1G. 4 — Graphe d’erreur

Nous obtenons une erreur relative de 1.38% pour un § de 0.1, jusqu'a une erreur de 45.75%
pour un ¢ de 0.5. Nous obtenons exactement les mémes courbes que les binémes resolvant une
CFIE (sujet 10) et effectuant une décomposition de domaines (sujet 11) : nous pouvons donc en
conclure que l'erreur entre la solution exacte et la solution approchée provient exclusivement de
I’approximation “couche mince” commune a ces sujets.

4.3 Ordre de ’erreur d’approximation

10°

10'F

10°L )
10 10

Fi1a. 5 — Tracé log-log de 'erreur absolue

On obtient apres régression logarithmique un coefficient de 2.6073. On a donc bien une erreur
en 0%, sachant que l'on a effectué la régression jusqu'a é = 0,5, ce qui n’est plus considéré comme
un § “petit”.

5 Conclusion

La méthode basée sur 'approximation “couche mince” nous permet d’obtenir de bons résulats
pour une épaisseur de couche assez petite (§ = 0, 1), avec une erreur relative d’approximation faible
(1,38%). On a néanmoins vu que les méthodes CFIE et de décomposition de domaines donnent les
memes résultats en terme d’erreur d’approximation, ce qui montre dans notre cas qu’une méthode
de type EFIE suffit & obtenir une bonne aproximation de la solution.
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A Code source Matlab

clear all;

% données physiques

Ns = 50; % nb de pts de discretisation du cercle
k = 2.; % nombre d’onde

epsilon = 2.5; % permittivité

mu =1.; % permeabilité

n = sqrt(mu*epsilon); 7% indice de la couche

theta_inc = 0.; % angle d’incidence

i=1;

IDelta = 0.1:0.05:0.5;

for delta=IDelta
R = l+delta; % rayon de la spheére
% coefficients du modéle

a0 = delta/epsilon;
b0 = deltaxk™2*n"2/epsilon;

% maillages du cercle et discretisation des angles
cercle = circle(Ns,R);
theta (pi/180.)*[0:360];

% calcul de la SER théorique exacte
s_theo = rcscoat(k,R,epsilon,mu,theta);

% dérivée normale du champ incident
dnUinc = dnplil(theta_inc,Ns,cercle,k);

% matrices trace normale double couche, contribution double
% couche, resolution de la condition aux limites et masse

D = dndble(Ns,cercle,Ns,cercle,k);
N = dblel(Ns,cercle,Ns,cercle,k);
P = edpcurve(a0,-b0,cercle);

M = mass1(Ns, cercle);

invM = inv(M);
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% resolution de 0.5 P.lambda - N’.M~{-1}.P.lambda + D.lambda = -dnUinc

lambda = -(0.5*P - transpose(N)*invM#P + D)\dnUinc;
% resolution de M.p - P.lambda = 0
P = invM*(P*lambda) ;

% calcul des conditions de radiation
ap = farsngll(theta,p,Ns,cercle,k);
alambda = fardblel(theta,lambda,Ns,cercle,k);

% calcul de la fonction caracteristique de radiation et de la SER
a_theta = ap + alambda;

sigma 2*pixabs(a_theta) . 2;

s 10*1ogl0(sigma) ;

% calcul d’erreur en norme L_2
erreur (i)=sqrt (sum((s_theo-s’)."2)./sum(s_theo."2));
erreurabs(i) = sqrt(sum(abs(s_theo-s’)));

i= i+1;
end
% tracé de l’erreur

plot(IDelta, erreur);

%...ou tracé des SER exactes et calculées (pour UN delta)
%polar(theta,s_theo,’-g’);

%hold on;

%polar(theta’,s);

%hold off;
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